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Pi'Day C
Naherungsweise Berechnung der Zahl m nach Archimedes -

8
Idee: Man beschreibt einem Kreis mit dem Radius r zunéchst ein A D |E S, B

Quadrat (regelmafiiges Viereck) ein. Die Seitenldnge AB dieses
Vierecks wird mit s, bezeichnet. Mit dem Satz des Pythagoras
ist s, und damit der Umfang u, berechenbar. Die Mittelsenk-
rechte zu AB schneidet den Kreis in C. Dann ist die Strecke AC
die Seite eines regelméafligen Achtecks, das diesem Kreis einbe-
schrieben ist. Damit kann man ug berechnen.

Fortsetzen dieses Verfahrens flihrt zu u4g, U3, usw. und damit
zu einer immer besseren Anndherung an den Kreis von innen.
Hinweis:

Rechne immer exakt und nicht mit Naherungswerten!

Aufgaben

a) Berechne fiir den Kreis mit dem Radius r die Seitenlénge s, . Gib den Radius ps des Inkreises des
regelmafligen Vierecks an.
b) Mit Hilfe von s, und p4 ldsst sich im Dreieck AEC die Seitenldnge sg berechnen.

Bestitige: sg=r-V2-v2

c) Im Dreieck AMD kann der Inkreisradius pg des regelméaBigen Achtecks ermittelt werden.

Berechne ps.

d) Bestimme damit die Seitenlédnge s des regelmaBigen 16-Ecks.

e) Vermutlich erkennst du jetzt bereits ein Muster, wie die Terme fiir die Seitenldngen des 32-Ecks, des
64-Ecks, des 128-Ecks usw. aussehen. Gib diese Terme an.

f) Schreibe nun die Ndherungswerte fiir die Umfénge der regelmafligen n-Ecke auf. Gegen welchen Wert
scheinen diese Umfange zu streben?

a) Zeige allgemein: Die Seitenlange des einem Kreis mit dem Radius r einbeschriebenen 2n-Ecks lasst
sich aus der Seitenlange des n-Ecks wie folgt berechnen:

5, =2r2 - r|4r? - s}

b) Verwende diese Beziehung zur Bestimmung der Umféange uqy, Uy, Usg der einbeschriebenen regel-
mafigen Vielecke mit 12, 24 und 48 Seiten.

a) Beweise: Der Flacheninhalt An eines regelmafigen n-Ecks, das einem Kreis mit dem Radius r einbe-
schrieben ist und das den Inkreisradius pn und die Seitenldnge sn hat, ldsst sich mit der Formel

An = % n-pn-sn berechnen.

b) Inwiefern ergibt sich aus diesem Ergebnis eine weitere Moglichkeit zur ndherungsweisen Bestim-
mung von Tt?

Niveaustufen: O leicht @ mittel @ schwer
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Lernvoraussetzungen Eignung ab

B Satz des Pythagoras Klassenstufe 8/9
B Sicherer Umgang mit Quadratwurzelausdriicken

Pi-Day - Losungen

a) Mit dem Satz des Pythagoras im Dreieck AMB folgt C
2_(2412=2p2 =

sz =r2+r2=2r2 daher s;=rV2. A b £ o :
Ferner: ps = 54 5 12 .

b) Mit dem Satz des Pythagoras im Dreieck AEC erhélt man: ) ¢ Pa

2 (12 2

S S (r— pa)

234+ )

Einsetzen von s, und p4 und Vereinfachung des Terms ergibt:

s2=r2-(2-2)
WurzeI2|ehen flihrt auf sg=r-V2 -2 wie behauptet.
¢) Mit dem Satz des Pythagoras im Dreieck AMD folgt:

2
2 _ 1
Pg = r2 - (558)
Einsetzen von sg, Termvereinfachung und Wurzelziehen liefert:

pg = %r\/2 +12

d) Mit einer entsprechenden Zeichnung wie oben ergibt sich mit dem Satz des Pythagoras:

% = (253) +(r - ps)?
Ste = (258) r=ps
Einsetzen von sg und pg, Termvereinfachung durch geduldiges Rechnen und Wurzelziehen ergibt:

S16 =11 2-V2+V/2
e) Esist zu erwarten: 532=r-\/2—\/2+\/2+\/§, s64=r-\/2—\/2+\/2+\/2+\/§,

5128=r-\/2—\/2+\/2+\/2+\/2+\/7

f) Umfénge der n-Ecke:

Us=b-s4=4-r2 ~ 565685425 r
ug=8-s3=8-r2-12 ~ 612293492
Uig =16 -516=16-1V2 -2 +2 ~ 6,24289031 r
Upp=32-53p=32-r(2-V2+\2+2 ~ 6,27309698 r
Ugy = 64 - Sg = 64 - r\/z P ~ 6,28066233 r
Upg = 128 - Sqpg = 128 - r\/z - \/2 N ~ 6,28255465 r

Man erkennt, dass diese Umféange bei immer grofder werdender Seitenzahl gegen 2-m-r
(= 6,2831531 r) zu streben scheinen.

© Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2015 | www.klett.de | Alle Rechte vorbehalten .
g‘b Klett Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfltigung fiir den eigenen Unterrichtsgebrauch Se'te 2 | 3

gestattet.



Lambacher Schweizer

aktuell

2

a) Die Skizze stellt den Ubergang vom n-Eck zum 2n-Eck dar. C
Wie in Aufgabe 1 erhdlt man mit dem Satz des Pythagoras im Dreieck A%% E s, B
2
AME: (3sn) =2 - p3, Pan
P
2 r n
Daraus folgt p3 =r2 - (%Sn)
M

Im Dreieck AEC ergibt sich:

3= (350) +(r = po)?

Umformung der rechten Seite und Einsetzen von pn:

2 12 - 2
S5, =2Sn T2 = 2rpn+pf

3. =3si+r2-2r|2- 252 + 12 - 182

5. =2r2~ 2r\/r2 - %sﬁ

5., =2r2-r\4r? - s;

b) Beim regelméafliigen Sechseck gilt: sg=r

Mit der Formel aus 2a) folgt dann:
s2,=2r2—r4r2 -2 = 2r2 - 123 = r2- (2 - 3)

Sp=r-V2-vV3, up=12-r-V2-vV3
s§4=2r2—r\/4r2—r2(2—\/§)=2r2—r2\/2+\/§=r2-(2—\/2+\/§)
Sy =1 V2-V2+V3, uy=24-r-12-V2+V3

sﬁg=2r2—r\/4r2—r2(2—\/2_+—\/—?)=2r2—r2\/2+\/§—:\/3:=r2-(2—\/2+m)
S4g=r‘\/2—v2+m, u48=48-r-\/2—\/2+\/m

a) Das Dreieck AMB in obiger Skizze hat den Flacheninhalt A = %Sn - pn. Beim regelmafigen n-Eck gibt
es n dieser Dreiecke. Damit ist der gesamte Flacheninhalt des n-Ecks zu berechnen mit n - A. Dies ergibt
die Behauptung.

b) Mit zunehmender Eckenzahl schépfen die n-Ecke die Kreisflache immer mehr aus. Berechnet man nun
bei Kenntnis der Werte sn und pn die Flacheninhalte An und ldsst n immer gréf3er werden, so streben
diese Inhalte gegen den Kreisfldcheninhalt. Bekanntlich hat ein Kreis mit dem Radius r den Flacheninhalt
7 - r2. Damit ergeben sich mit wachsendem n sukzessive immer bessere Ndherungwerte fiir .
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